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Ââåäåíèå

Âîïðîñ íàõîæäåíèÿ îáú¼ìîâ ôèãóð â òð¼õìåðíîì åâêëèäîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç äðåâíåéøèõ. Â êóðñå øêîëüíîé ãåîìåòðèè

ïðîõîäÿò ôîðìóëó Ãåðîíà, âûðàæàþùóþ ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ÷åðåç äëè-

íû åãî ñòîðîíû.

S =
√
p(p− a)(p− b)(p− c),

ãäå a, b, c - äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, à p = a+b+c
2 - ïîëóïåðèìåòð.

Ê ñîæàëåíèþ, îíà íå ìîæåò áûòü ïåðåíåñåíà íà ìíîãîóãîëüíèêè áî-

ëåå ñëîæíîãî âèäà, òàê êàê, íàïðèìåð, êâàäðàò ìîæíî íåïðåðûâíî äåôîð-

ìèðîâàòü, ïðåâðàòèâ åãî â ðîìá, èìåþùèé ìåíüøóþ ïëîùàäü. Â êàêîì-òî

ñìûñëå, òðåóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ "æ¼ñòêîé"ôèãóðîé.

Ñóùåñòâóåò òàêæå ôîðìóëà, âûðàæàþùàÿ îáú¼ì åâêëèäîâà òåòðàýäðà ÷å-

ðåç äëèíû åãî ñòîðîí. Îòêðûë å¼, ïî-âèäèìîìó, Ïüåðî äåëëà Ôðàí÷åñêà,

çíàìåíèòûé èòàëüÿíñêèé õóäîæíèê ýïîõè ðàííåãî Âîçðîæäåíèÿ. Ôîðìóëà

íîñèò èìÿ Òàðòàëüè è èìååò ñëåäóþùèé âèä:

288V 2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1

1 0 d212 d213 d214
1 d212 0 d223 d224
1 d213 d223 0 d234
1 d214 d224 d234 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

ãäå d2ij - êâàäðàò äëèíû ðåáðà, ñîåäèíÿþùåãî i-þ è j-þ âåðøèíû.

Ïîñêîëüêó òðåóãîëüíèêè íà ïëîñêîñòè è òåòðàýäðû â ïðîñòðàíñòâå

îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû ÷åðåç äëèíû ñâîèõ ñòîðîíû, ïðèâåä¼ííûå âûøå

ôîðìóëû óòâåðæäàþò èíâàðèàíòíîñòü ïëîùàäè è îáú¼ìà îòíîñèòåëüíî

äâèæåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò èõ èíòóèòèâ-

íîìó ïîíèìàíèþ.

Â ãèïåðáîëè÷åñêîì è ñôåðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâàõ ðàçìåðíîñòè òðè
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òåòðàýäðû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèìè äâóãðàííûìè óãëàìè. Âîç-

íèêàåò èíòåðåñ íàéòè ôîðìóëû, âûðàæàþùèå èõ îáú¼ìû ÷åðåç âåëè÷èíû

ýòèõ óãëîâ.

Ñóùåñòâóåò íåäîêàçàííàÿ ãèïîòåçà [1], êîòîðàÿ ãëàñèò, ÷òî ëþáîé

ñèìïëåêñ ìîæíî ðàçáèòü íà îðòîñõåìû, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ îãðàíè÷åíî

ñâåðõó ôóíêöèåé îò ðàçìåðíîñòè ñèìïëåêñà. Â ñëó÷àå òð¼õìåðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà ýòà ãèïîòåçà âåðíà, è òîãäà íàø ïîèñê ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ

ôîðìóë, âûðàæàþùèõ îáú¼ìû îðòîñõåì ÷åðåç âåëè÷èíû èõ äâóãðàííûõ

óãëîâ, ÷åìó è áóäåò ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà.

Èçâåñòíûå íà äàííûé ìîìåíò ôîðìóëû, ðåøàþùèå çàäà÷ó âû÷èñëå-

íèÿ îáú¼ìîâ ñôåðè÷åñêèõ òåòðàýäðîâ, ëèáî ñëèøêîì ãðîìîçäêèå (ôîðìóëà

Êîêñòåðà), ëèáî âûðàæåíû ÷åðåç èíòåãðàë îò êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè

(ôîðìóëà Ñôîðöà), è èõ ïðèìåíåíèå îêàçûâàåòñÿ âåñüìà íåóäîáíûì. Â äàí-

íîé ðàáîòå áóäóò ïîëó÷åíû àëüòåðíàòèâíûå ôîðìóëû îáú¼ìà ñôåðè÷åñêîé

îðòîñõåìû ÷åðåç äâóãðàííûå óãëû.
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Ãëàâà 1. Îïðåäåëåíèÿ, îáîçíà÷åíèÿ è ïîíÿòèÿ

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ, îïðåäåëåíèÿ è ïîíÿòèÿ, êîòîðûå ìû áóäåì èñ-

ïîëüçîâàòü â äàííîé ðàáîòå.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ îáú¼ìîâ ìíîãîãðàííèêîâ â ñôå-

ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå S3. Îïðåäåëèì åãî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

S3 =
{
x ∈ E4

∣∣ x21 + x22 + x23 + x24 = 1
}

Ïëîñêîñòè, ïðÿìûå è òî÷êè â S3 îïðåäåëèì êàê ïåðåñå÷åíèå åãî ñ

ëèíåéíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè E4 êîðàçìåðíîñòè îäèí, äâà è òðè ñîîòâåò-

ñòâåííî. Â ÷àñòíîñòè, ïëîñêîñòè He ⊂ S3 îïðåäåëèì òàêèì îáðàçîì:

He =
{
x ∈ S3

∣∣ (x, e) = 0
}
, (1.1)

ãäå e - åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê He.

Óãîë ìåæäó ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïëîñêîñòÿìè He è Hp ñ íîðìàëüíûìè

âåêòîðàìè e è p áóäåì âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå:

cos
(
Ĥe, Hp

)
= −(e, p). (1.2)

Òýòðàýäðîì T ⊂ S3 íàçîâ¼ì ïåðåñå÷åíèå íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî ñèì-

ïëèöèàëüíîãî êîíóñà K ⊂ E4 ñ ïðîñòðàíñòâîì S3.

Ïîñêîëüêó áàçèñ â E4 îïðåäåë¼í ñâîåé ìàòðèöåé Ãðàìà îäíîçíà÷íî

ñ òî÷íîñòüþ äî îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, òî èç ôîðìóëû (1.2) ñëå-

äóåò, ÷òî òåòðàýäð T ⊂ S3 îïðåäåë¼í ñ òî÷íîñòüþ äî äâèæåíèÿ ñâîèìè

äâóãðàííûìè óãëàìè.
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Ãëàâà 2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Ïóñòü T - òåòðàýäð â S3 ñ äâóãðàííûìè óãëàìè A,B,C,D,E, F , óãëû
A,B,C ïðèíàäëåæàò ð¼áðàì ñ îáùåé âåðøèíîé, à óãëû D,E, F ïðîòèâî-

ëåæàò èì, ñîîòâåòñòâåííî.

Ðèñ. 1: Òåòðàýäð T ñ äâóãðàííûìè óãëàìè A,B,C,D,E, F

Ââåä¼ì ìàòðèöó Ãðàìà òåòðàýäðà T = T (A,B,C,D,E, F ):

G = ⟨−cosαij⟩i,j=1,2,3,4 =


1 −cosA −cosB −cos F

−cosA 1 −cosC −cosE
−cosB −cosC 1 −cosD
−cos F −cosE −cosD 1

 (2.1)

Ñèìâîëàìè cij áóäåì îáîçíà÷àòü ýëåìåíòû ïðèñîåäèí¼ííîé ìàòðèöû:

cij = (−1)i+jMij,

ãäå Mij - ij-é ìèíîð ìàòðèöû Ãðàìà G.

6



Ëåììà 2.1. [2] Ïóñòü T - ñôåðè÷åñêèé òåòðàýäð. Òîãäà äëÿ ìàòðèöû

Ãðàìà G è ñèìâîëîâ cij âåðíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

detG > 0

cii > 0

cos lij =
cij√
ciicjj

,

ãäå lij - äëèíà ðåáðà, ñîåäèíÿþùåãî i-þ è j-þ âåðøèíû, i, j = 1, 4, i ̸= j.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáú¼ìîâ îðòîñõåì áóäåò ïðèìåíÿòü ôîðìóëó Øëå-

ôëè äèôôåðåíöèàëà îáú¼ìà. Â îáùåì âèäå îíà ôîðìóëèðóåòñÿ äëÿ âûïóê-

ëûõ ìíîãîãðàííèêîâ â ïðîñòðàíñòâ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû.

Òåîðåìà 1. [3] Ïóñòü P - âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê â ïðîñòðàíñòâå S3.
Åñëè îí íåïðåðûâíî äåôîðìèðóåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå, íå èçìåíÿÿ ñâîåãî

êîìáèíàòîðíîãî òèïà, à åãî äâóãðàííûå óãëû èçìåíÿþòñÿ äèôôåðåíöè-

ðóåìûì îáðàçîì, òî è îáú¼ì V = V (P ) òàêæå èçìåíÿåòñÿ äèôôåðåíöè-

ðóåìûì îáðàçîì, ïðè÷¼ì

dV =
1

2

∑
i

li dαi, (2.2)

ãäå li - äëèíà i-ãî ðåáðà ìíîãîãðàííèêà, dαi - äèôôåðåíöèàë äâóãðàííîãî

óãëà ïðè i-ì ðåáðå, à ñóììèðîâàíèå âåä¼òñÿ ïî âñåì ð¼áðàì ìíîãîãðàííèêà

P .

Òàêæå íàì áóäåò íåîáõîäèì êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ñôåðè÷åñêîãî

òåòðàýäðà:

Òåîðåìà 2. [2] Äëÿ òîãî, ÷òîáû òåòðàýäð T áûë ñôåðè÷åñêèì, íåîáõîäè-

ìà è äîñòàòî÷íà ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåë¼ííîñòü åãî ìàòðèöû Ãðàìà.
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Ïðèâåä¼ì åù¼ ôîðìóëó Ñôîðöà

Òåîðåìà 3. (Sforza, 1906 ã.). Ïóñòü T - ïðîèçâîëüíûé òåòðàýäð â S3 ñ

ìàòðèöåé Ãðàìà G. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü detG = detG(A) êàê ôóíê-

öèþ îò äâóãðàííîãî óãëà A. Òîãäà îáú¼ì òåòðàýäðà V = V (T ) çàäà¼òñÿ

ôîðìóëîé:

V =
1

4

A∫
A0

ln
c34 − i

√
detG(A)sin(A)

c34 + i
√
detG(A)sin(A)

dA,

ãäå A0 - ïîäõîäÿùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ detG(A) = 0, à c34 = c34(A)

- àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ê ýëåìåíòó (3, 4) ìàòðèöû G(A).

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà ýòîé ôîðìóëû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ðàññìàò-

ðèâàåì íåïðåðûâíóþ äåôîðìàöèþ òåòðàýäðà T , ïðè êîòîðîé ìåíÿåòñÿ óãîë

A, ïðè ýòîì îñòàëüíûå óãëû îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè è, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó

Øëåôëè è ñâîéñòâà ìàòðèöû Ãðàìà, âûðàæàåì äèôôåðåíöèàë îáú¼ìà ïðè

òàêîé äåôîðìàöèè. Äàëåå, èùåì óãîë A0, ðàçðåøàÿ óðàâíåíèå detG(A) = 0

îòíîñèòåëüíî A. Ïîñëå ýòîãî èíòåãðèðóåì äèôôåðåíöèàë îáú¼ìà â ïðåäå-

ëàõ îò óãëà A0 äî A. Ýòà ñõåìà áûëà ïîëó÷åíà Í.Â. Àáðîñèìîâûì è À.Ä.

Ìåäíûõ â èõ îáçîðå [4].
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Ãëàâà 3. Âû÷èñëåíèå îáú¼ìà ñôåðè÷åñêîé îðòîñõåìû.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Îðòîñõåìîé â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåò-

ñÿ ñèìïëåêñ, èìåþùèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ

ð¼áåð (υ0, υ1), (υ1, υ2), (υ2, υ3).

Çàìå÷àíèå.Íåêîòîðûå àâòîðû èñïîëüçóþò íàçâàíèå áèïðÿìîóãîëüíàÿ ïè-

ðàìèäà.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî òðè èç øåñòè äâóãðàííûõ óãëîâ îðòîñõå-

ìû ïðÿìûå. Äðóãèå òðè óãëà áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâàìè α, β è γ è íàçûâàòü

èõ ñóùåñòâåííûìè óãëàìè òåòðàýäðà.

Ðèñ. 2: Îðòîñõåìà T è ñóùåñòâåííûå óãëû α, β, γ

Ìàòðèöà Ãðàìà îðòîñõåìû T = T (α, β, γ) òîãäà ïðèìåò âèä:

G = ⟨−cosαij⟩i,j=1,2,3,4 =


1 −cos α 0 0

−cos α 1 −cos β 0

0 −cos β 1 −cos γ
0 0 −cos γ 1

 (3.1)
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Âàæíîñòü îðòîñõåì îáóñëîâëåíà ãèïîòåçîé Ãóãî Õàäâèãåðà [1], êî-

òîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ëþáîé ñèìïëåêñ â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

ìîæåò áûòü ðàçáèò íà îáúåäèíåíèå îðòîñõåì. Â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå ãèïî-

òåçà âåðíà, è îáú¼ì òåòðàýäðà ìîæåò áûòü âû÷èñëåí êàê àëãåáðàè÷åñêàÿ

ñóììà îáú¼ìîâ îðòîñõåì åãî ðàçáèåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ðàíåå èçâåñòíûå ôîðìóëû îá îáú¼ìå ãèïåðáîëè÷åñêîé

áèïðÿìîóãîëüíîé ïèðàìèäû ìîãóò áûòü ïåðåíåñåíû íà ñôåðè÷åñêèé ñëó-

÷àé, îäíàêî îíè ñëèøêîì ãðîìîçäêèå. Òàê, íàïðèìåð, ôîðìóëà Ëîáà÷åâñêîãî-

Âèíáåðãà-Êåëëåðõàëüö ñîñòîèò èç âîñüìè ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ -

çíà÷åíèå ôóíêöèè Ìèëíîðà, êîòîðàÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íåáåðóùèéñÿ èí-

òåãðàë.

Ðèñ. 3: Ðàçáèåíèå òåòðàýäðà íà îðòîñõåìû â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

Ïîñòàâèì çàäà÷ó ïîëó÷åíèÿ ôîðìóë îáú¼ìà ñôåðè÷åñêîé îðòîñõåìû,

èñïîëüçóÿ ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû Ñôîðöà.

Çàôèêñèðóåì óãëû β è γ è ðàññìîòðèì íåïðåðûâíóþ äåôîðìàöèþ îð-

òîñõåìû T , ïðè êîòîðîé áóäåò èçìåíÿòüñÿ òîëüêî îäèí äâóãðàííûé óãîë α.
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Îòìåòèì, ÷òî ïðè òàêîé äåôîðìàöèè ïðÿìûå óãëû íå ìåíÿþòñÿ. Èñïîëüçóÿ

ôîðìóëó Øëåôëè, ïîëó÷àåì

dV =
1

2
lαdα, (3.2)

ãäå lα - äëèíà ðåáðà äâóãðàííîãî óãëà α.

Ðèñ. 4: Äåôîðìàöèÿ îðòîñõåìû

Èç òðåòüåãî ñîîòíîøåíèÿ ëåììû (2.1), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ lα:

lα = arccos
cos γ sinα√

1− cos2 β − cos2 α
(3.3)

Òåïåðü íàéä¼ì ïðåäåëû, â êîòîðûõ ìîæåò ìåíÿòüñÿ íàø óãîë α, èñ-

ïîëüçóÿ êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ñôåðè÷åñêîãî òåòðàýäðà (2) sin2α− cos2β > 0

sin2α · sin2γ − cos2β > 0

Èç ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ íàõîäèì èíòåðåñóþùèå íàñ ïðåäåëû:

arcsin

∣∣∣∣cos βsin γ

∣∣∣∣ < α < π − arcsin

∣∣∣∣cos βsin γ

∣∣∣∣
11



Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó (3.2) ñîîòíîøåíèå (3.3) è èíòåãðèðóÿ å¼ â ïðå-

äåëàõ îò arcsin
∣∣∣cos βsin γ

∣∣∣ äî α, ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ âûðàæåíèå

dV =
1

2
arccos

cos γ sinα√
1− cos2 β − cos2 α

dα

V =
1

2

α∫
arcsin| cos βsin γ |

arccos
cos γ sinφ√

1− cos2β − cos2φ
dφ

Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ óãëîâ β è γ, ïîëó÷èì åù¼ äâå

ôîðìóëû. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê

Òåîðåìà 4. Îáú¼ì V ñôåðè÷åñêîé îðòîñõåìû T = T (α, β, γ) ìîæåò áûòü

íàéäåí ïî ëþáîé èç ôîðìóë

V =
1

2

α∫
arcsin| cos βsin γ |

arccos
cos γ sinφ√

1− cos2β − cos2φ
dφ (3.4)

V =
1

2

β∫
arccos(sinα sin γ)

arccos
cos α cos γ cos φ√

(sin2φ− cos2γ)(sin2φ− cos2α)
dφ (3.5)

V =
1

2

γ∫
arcsin| cos βsinα |

arccos
cos α sinφ√

1− cos2β − cos2φ
dφ (3.6)
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Ãëàâà 4. Ïðàêòè÷åñêàÿ ÷àñòü

Âû÷èñëèì îáú¼ìû îðòîñõåì ñ êîíêðåòíûìè çíà÷åíèÿìè ñóùåñòâåí-

íûõ óãëîâ è ñðàâíèì èõ ñî çíà÷åíèÿìè ôîðìóëû Ñôîðöà. Âñå âû÷èñëåíèÿ

áûëè ïðîâåäåíû â ñðåäå MatLab ñ òî÷íîñòüþ äî 15 çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé.

1) α = 5π
12 + 0.0001, β = π

6 , γ = π
2 .

13



2) α = π
2 , β = 9π

20 , γ = π
4 .

Èç ïðèâåä¼ííûõ ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé âèäíî, ÷òî çíà÷åíèÿ âñåõ

÷åòûð¼õ ôîðìóë ñîâïàäàþò. Ñîâïàäåíèå çíà÷åíèé ïåðâîé èç ïîëó÷åííûõ

ìíîé ôîðìóë ñî çíà÷åíèÿìè ôîðìóëû Ñôîðöà îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî çíà-

÷åíèÿ ãëàâíîé âåòâè ëîãàðèôìà, êîòîðûé ñòîèò ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â

ôîðìóëå Ñôîðöà, ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè àðêêîñèíóñà â ïåðâîé ôîðìó-

ëå. Îñòà¼òñÿ ïðîâåðèòü îñòàâøèåñÿ äâå ôîðìóëû íà êîððåêòíîñòü, òî åñòü,

äîêàçàòü ñîâïàäåíèå çíà÷åíèé âñåõ òð¼õ ôîðìóë ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ óã-

ëîâ.

14



Ãëàâà 5. Àíàëèç êîððåêòíîñòè ôîðìóë

Ïðîâåä¼ì àíàëèç êîððåêòíîñòè ôîðìóë, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Øëåôëè.

Îáîçíà÷èì èíòåãðàëû â ôîðìóëàõ (3.4)-(3.6) ôóíêöèÿìè

f1(α, β, γ) =

α∫
arcsin| cos βsin γ |

arccos
cos γ sinφ√

1− cos2β − cos2φ
dφ (5.1)

f2(α, β, γ) =

β∫
arccos(sinα sin γ)

arccos
cos α cos γ cos φ√

(1− cos2φ− cos2γ)(1− cos2φ− cos2α)
dφ

(5.2)

f3(α, β, γ) =

γ∫
arcsin| cos βsinα |

arccos
cos α sinφ√

1− cos2β − cos2φ
dφ. (5.3)

Òåïåðü âû÷èñëèì âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è äîêàæåì ðàâåíñòâî ñî-

îòâåòñòâóþùèõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ óãëîâ α, β, γ.

Ñïåðâà çàôèêñèðóåì óãëû β è γ è íàéä¼ì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî

ïåðåìåííîé α. Â ïåðâîé ôóíêöèè îíà ñòîèò ëèøü â âåðõíåì ïðåäåëå, è ìû

ñðàçó ïîëó÷àåì
∂f1
∂α

= arccos
cos γ sinα√

1− cos2β − cos2α

Â îñòàâøèõñÿ äâóõ ôóíêöèÿõ ïåðåìåííàÿ α ñòîèò êàê â íèæíèõ ïðå-

äåëàõ, òàê è ïîä çíàêîì èíòåãðàëà, ïîýòîìó ïðåäâàðèòåëüíî ìû äîêàæåì

Ëåììà 5.1. Ïóñòü x ∈ [a1, b1], φ(x, t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà

[a1, b1] × [a, b], ψ : [a1, b1] → [a, b] è ψ ∈ C1[a1, b1]. Òîãäà äëÿ ôóíêöèè

Φ(x) =
c∫

ψ(x)

φ(x, t)dt, ãäå c = const, âåðíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

Φ′(x) = −ψ′(x)φ(x, ψ(x)) +

c∫
ψ(x)

∂φ(x, t)

∂x
dt (5.4)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðåäåë lim
∆x→0

Φ(x+∆x)−Φ(x)
∆x . Ðàçíîñòü â ÷èñëè-

òåëå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Φ(x+∆x)− Φ(x) =−
ψ(x+∆x)∫
ψ(x)

φ(x+∆x, t)dt

+

a∫
ψ(x)

(φ(x+∆x, t)− φ(x, t)) dt.

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â íàø ïðåäåë, ïðåäñòàâèì äðîáü â ïðåäåëå

êàê ñóììó äâóõ äðîáåé

Φ′(x) = lim
∆x→0

−
ψ(x+∆x)∫
ψ(x)

φ(x+∆x, t)dt

∆x
+

a∫
ψ(x)

(φ(x+∆x, t)− φ(x, t)) dt

∆x

è äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà äëÿ êàæäîãî ñëàãàåìîãî.

Ïðèìåíèì ê ïåðâîìó ñëàãàåìîìó ïåðâóþ òåîðåìó î ñðåäíåì

ψ(x+∆x)∫
ψ(x)

φ(x+∆x, t)dt = φ(x+∆x, θ) (ψ(x+∆x)− ψ(x)) ,

ãäå θ íàõîäèòñÿ ìåæäó çíà÷åíèÿìè ψ(x) è ψ(x+∆x).

Â ñèëó íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè ψ(x), ìû ïîëó-

÷àåì

lim
∆x→0

ψ(x+∆x)− ψ(x)

∆x
φ(x+∆x, θ) = ψ′(x) · φ(x, ψ(x))

Äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî ïðèìåíèì òåîðåìó î ïåðåñòàíîâêå èíòåãðàëà
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è ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà

lim
∆x→0

a∫
ψ(x)

(φ(x+∆x, t)− φ(x, t)) dt

∆x
=

a∫
ψ(x)

lim
∆x→0

φ(x+∆x, t)− φ(x, t)

∆x
dt

=

a∫
ψ(x)

∂φ(x, t)

∂x
dt

Îáúåäèíèâ âûêëàäêè, ïîëó÷èì

Φ′(x) = −ψ′(x)φ(x, ψ(x)) +

a∫
ψ(x)

∂φ(x, t)

∂x
dt

×.ò.ä.

Âû÷èñëèì ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ âòîðîé ôóíêöèè ïî ïåðåìåííîé α,

èñïîëüçóÿ ëåììó (5.4). Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì íèæíèé ïðåäåë èíòåãðàëà

ñèìâîëîì ψ1(α).

∂f2
∂α

=
∂

∂α

 β∫
ψ1(α)

arccos
cos α cos γ cos φ√

(1− cos2φ− cos2γ)(1− cos2φ− cos2α)
dφ


= −dψ1(α)

dα
· arccos cos α cos γ sinα sin γ√

(sin2γ − sin2α sin2γ)(sin2α− sin2α sin2γ)

+ sinα cos γ

β∫
ψ1(α)

cos φ sinφ

(sin2α− cos2φ)
√
sin2α sin2γ − cos2φ

dφ

Äðîáü, ñòîÿùàÿ âíóòðè àðêêîñèíóñà â ïåðâîì ñëàãàåìîì, ðàâíà åäè-

íèöå, è ñàìî ñëàãàåìîå òîãäà ðàâíî íóëþ. Â èíòåãðàëå ïðîâåä¼ì çàìåíó

ïåðåìåííîé r =
√
sin2α sin2γ − cos2φ è ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî
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∂f2
∂α

= sinα cos γ

√
sin2α sin2γ−cos2β∫

0

dr

sin2α cos2γ + r2

= arctan

(
r

sin α cos γ

) ∣∣∣∣
√
sin2α sin2γ−cos2β

0

= arctan

(√
sin2α sin2γ − cos2β

sinα cos γ

)

= arccos

(
cos γ cos α√

1− cos2α− cos2γ

)
=
∂f1
∂α

Òåïåðü íàéä¼ì ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ òðåòüåé ôóíêöèè ïî ïåðåìåí-

íîé α, îáîçíà÷èâ íèæíèé ïðåäåë áóêâîé ψ2(α).

∂f3
∂α

=
∂

∂α

 γ∫
ψ2(α)

arccos
cos α sinφ√

1− cos2β − cos2φ
dφ


= −dψ2(α)

dα
· arccos

cos α
∣∣∣ cos βsinα

∣∣∣√
cos2β
sin2α − cos2β

+ sinα

γ∫
ψ2(α)

sinφ√
sin2α sin2φ− cos2β

dφ

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, ïåðâîå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ, è

îñòà¼òñÿ òîëüêî èíòåãðàë. Ïðîâåäÿ â í¼ì çàìåíó r = cosφ sinα√
sin2α−cos2β

, ïîëó÷èì

ðàâåíñòâî
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∂f3
∂α

= −

cos γ sinα√
sin2α−cos2β∫

1

dr√
1− r2

= arccos(r)

∣∣∣∣ cos γ sinα√
sin2α−cos2β

1

= arccos

(
cos γ sinα√

1− cos2α− cos2β

)
=
∂f1
∂α

Èòàê, ìû óáåäèëèñü, ÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé (5.1)-(5.3) ïî

ïåðåìåííîé α ðàâíû. Çàìåòèì, ÷òî âî âñåõ íèõ ïåðåìåííûå α è γ ïåðåñòà-

íîâî÷íû, ÷òî îçíà÷àåò ðàâåíñòâî ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è ïî ïåðåìåííîé

γ. Àíàëîãè÷íî, ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû (5.4), ìîæíî óñòàíîâèòü ðàâåí-

ñòâî ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ðàññìàòðèâàåìûõ çäåñü ôóíêöèé ïî ïåðåìåí-

íîé β. Òîãäà èõ ïîëíûå äèôôåðåíöèàëû âñþäó ðàâíû, è íàéäåííûå íàìè

ôîðìóëû îáú¼ìîâ ñôåðè÷åñêèõ îðòîñõåì äåéñòâèòåëüíî äàþò îäèíàêîâûå

çíà÷åíèÿ îáú¼ìîâ è óäîâëåòâîðÿþò òåîðåìó Øëåôëè.
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Çàêëþ÷åíèå

Èòîãî, ìíîé áûëè ïîëó÷åíû èíòåãðàëüíûå ôîðìóëû îáú¼ìîâ ñôåðè-

÷åñêèõ îðòîñõåì, ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ îðñòîõåì è ïðîâåä¼í

àíàëèç êîððåêòíîñòè ôîðìóë. Îíè îêàçàëèñü çíà÷èòåëüíî ïðîùå, ÷åì èç-

âåñòíûå íà äàííûé ìîìåíò ôîðìóëû.

Ê òîìó æå, îíè ïîõîæè íà àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû äëÿ îáú¼ìîâ ãè-

ïåðáîëè÷åñêèõ îðòîñõåì, ïîëó÷åííûõ Â.À. Êðàñíîâûì [5]. Ïðè ïîäñòàíîâ-

êå óãëîâ ãèïåðáîëè÷åñêèõ îðòîñõåì â ìîè ôîðìóëû ïîëó÷àþòñÿ çíà÷åíèÿ

îáú¼ìîâ ïî ôîðìóëàì Â.À. Êðàñíîâà, íî ñî ìíèìîé åäèíèöåé. Òî æå ìîæíî

ïîëó÷èòü, åñëè ïîäñòàâèòü çíà÷åíèÿ óãëîâ ñôåðè÷åñêèõ îðòîñõåì â ôîðìó-

ëû îáú¼ìîâ ãèïåðáîëè÷åñêèõ îðòîñõåì, ÷òî íàìåêàåò íà íåêîòîðóþ äâîé-

ñòâåííîñòü ôîðìóë îáú¼ìîâ îðòîñõåì â ãèïåðáîëè÷åñêîì è ñôåðè÷åñêîì

ïðîñòðàíñòâàõ.
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